
Решение уравнения Гельмгольца для произвольного тела 

с изломом 

Е.Г. Якубовский 

НМСУГ e-mail yakubovski@rambler.ru 

 

        Уравнение Гельмгольца в трехмерном случае решается для ограниченного 

числа конечных тел. Предлагается формула для решения задачи рассеяния для 

прозрачного произвольного тела с изломом. Аналогичным образом можно 

решить уравнение Гельмгольца для условия Неймана, Дирихле и для 

смешанной задачи. 

                                              1. Построение системы координат 

         В сечении constx =1  декартовой системы координат определяется угол по 

формуле  
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где 1s  длина огибающей линии в  сечении constx =1 , 1l  - длина однократно 

замкнутой огибающей в том же сечении, ),( 111 xsρ  радиус кривизны в том же 

сечении. Причем πψ −=1  и πψ =1  соответствует отрицательному 

направлению 30x . Положительное направление оси 30x  соответствует 

направлению на источник.  

     Построим зависимость радиуса тела от углов 
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Это можно сделать однозначным образом. Далее будем решать 
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определит зависимость )( 122 ααα =  при начальных условиях 

]2,0[, 2101 πααα ∈= , причем 10α  выбираем из условия совпадения 

)2()( 10210220 πααααα +== . Тогда получим, что радиус вдоль кривой  
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 ортогонален приращению аргумента ),( 21 αα dd . 

Касательная к замкнутой кривой )( 122 ααα =  ортогональна касательной вдоль 

этой кривой. Следовательно, ортогональная сетка на поверхности тела 

построена.  

              В случае сферического тела ортогональные углы на поверхности сферы 

равны 2,1],,[/ =−∈= laxll πππα , где a  радиус сферы. Проекции координат, 

определяющих углы, равны 
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Воспользуемся формулой ),( 2111 ssxx = , получим  
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При этом модуль в знаменателе подынтегрального выражения берется в случае 

не нулевого радиуса кривизны. Как покажем далее в случае нулевого радиуса 

кривизны, он становится комплексным.              

        Определим сначала преобразование координат в случае особенности типа 

«конус». Для этого в вершине конуса проведем плоскость A , а в этой плоскости 

определим две ортогональные прямые линии, проходящие через вершину 

конуса 
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При этом выберем направление плоскости A , определяющим минимум 

величины 
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Угол )(φθ  это угол, образуемый плоскостью A  с направлением линии конуса, 

соответствующей углу φ . Вычислим  угол 0θ  при вершине конуса по формуле 
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Этот угол назовем дополнительным углом конуса. При этом имеем следующую 

формулу для радиуса кривизны (в вершине конуса имеем главные радиусы 

кривизны, равные нулю 021 == ρρ ) 

Для кругового конуса  с углом при вершине 0θ , радиусы кривизны 

удовлетворяют  
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В случае, если имеется излом поверхности типа «хребет», т.е. 0)](,[ 0
12

0
11 =sssρ  

вдоль кривой на поверхности )( 122 sss = , используем формулу     
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При этом среднее арифметическое радиусов кривизны на двух концах «хребта», 

равно 
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    Разность углов )(,[)](,[ 0
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1 ssssss −+ − θθ  назовем дополнительными 

угловыми координатами. В случае особенности типа «хребта»,  нужно 

применять формулу (1.2) до точки, удовлетворяющей условию 
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                    В случае гладкого конуса, имеем угол при вершине конуса, равный 

0,])(2[ 00 →+−− γθθφθπγ , причем функция )(φθ  непрерывна. При этом 

асимптотика значения угла при вершине равна 0θ  и образует круговой конус. 

Формулы для «хребта» переходит в формулу для  «конуса» путем 

перемножения.       

        Отметим, что в случае «хребта» изменению угла 
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11 ssssss +−∈ θθψ . При этом радиус кривизны интерполирующей 

излом комплексной поверхности равен  

                 
],[],

)(

))((4

)(

))((4
1[

}
)(

1
]

)(

1

)(

1
{[

)(

1

22 +−
−+

+−

−+

+−

−−+

−

−+

∈
−

−−+
−

−−−×

×+
−
−−=

θθα
θθ

αθθα
θθ

αθθα
θρθθ

θα
θρθραρ

i
.  

где )(),( −+ θρθρ  главный радиус кривизны на границах излома. При этом в 

центре излома при 2/)( −+ += θθθ  радиус кривизны чисто мнимый и равен 

2/]
)(
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i . На границах излома радиус кривизны равен )(),( −+ θρθρ .   

Аналогично в случае «конуса» имеем непрерывное изменение координаты в 

соседних точках и интерполяцию радиуса кривизны, равного корню 

квадратному из комплексного произведения главных радиусов кривизны 
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где )(ϕρ  корень квадратный из произведения радиусов кривизны на границе  

излома типа конус. В обоих случаях «конуса» и «хребта» добавляется 

комплексная часть к радиусу кривизны поверхности, а действительная 

поверхность вне излома остается неизменной.  



           В этой системе координат поверхность тела с изломом интерполируется 

в переменных 2,1, =kkψ  как имеющая непрерывную производную от 

координат поверхности. В самом деле, в изломе приращение угла наклона 

касательной равно приращению координаты 2,1, =kkψ . Функция координат 

3.2.1),,( 21 =lxl ψψ  поверхности в точке излома соответствует комплексному 

радиусу при изменении угла 1ψ  и аналогично изменению угла 2ψ . Таким 

образом, форма тела не меняется, но оно становится непрерывной функцией от 

углов lψ  с учетом вставки комплексного радиуса. 

      При этом центр тела и системы координат определится из формулы 
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где sx  координата границы тела. При этом в случае кусочно-непрерывной 

функции ),( 21 ψψsx , не имеющей центра симметрии, координата центра тела не 

единственна. Это соответствует определение центра бесконечного множества 

тел, находящихся на расстоянии одно от другого.  

         Зависимость от углов  2,1, =llψ  позволяет свести задачу для не звездного 

тела, к  звездному телу. При этом наблюдается взаимно однозначное 

соответствие между координатами границы тел и переменными 2,1, =llψ .  В 

самом деле, переменным координатам 2,1, =llψ   соответствует, декартова 

точка на поверхности тела. При этом это периодическая функция от 

переменных 2,1, =llψ .  

 При этом определяется радиус переходной зоны по формуле 
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Внутренняя координата изменяется по формуле 
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Внешний угол определяется по формуле 
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Внутренний угол изменяется по формуле 
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При этом имеем  
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Где радиус mina  определится из равенства 
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Назовем переходной зоной, область с переменной R , удовлетворяющей 

maxmin aRa <<  неравенству. 

        Причем на большом расстоянии от центра тела и внутри тела получается 

сферическая система координат. Пространственные координаты определятся по 

формулам 
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Для каждого тела имеем зависимость 2,1),,,(),,,( 2121 =lRRr l ψψϕψψ . 

 

 



2. Решение  уравнения Гельмгольца для относительно скаляра 

 

При этом уравнение Гельмгольца  имеет вид 
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где преобразование координат определено по формуле (1.3), где 

2,1,),,,/( 210 == klRRgll ψψϕ , 032211 /,, RRqqq === ψψ .  

          Покажем, как решается первое уравнение (2.1) 
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Для этого введем функцию 1ς  из уравнения, являющегося первой частью 

формулы (2.2) 

                                                  
11

1

ςψ ∂
∂=

∂
∂

g
.                              (2.3) 

 Уравнение (2.3)  эквивалентно уравнению (полагаем, что оператор действует 

на функцию 1ς ) 
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Получим тоже соотношение другим способом. Дифференцируя произвольную 

функцию ]/,),/,,([ 020211 RRRRh ψψψς  по функции 1ψ , получим 
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    Подставляя величину ],),,,([ 2211 RRh ψψψς  в оператор (2.3), получим 
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используя (2.5) из (2.6) получим (2.4). Уравнение (2.4) непосредственно 
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     Запишем  операторное уравнение, являющееся внутренней частью 

уравнения (2.2) 
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  и допустим оператор (2.7) действует на функцию 1ϕ , откуда получим 

дифференциальное уравнение  в частных производных первого порядка 
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докажем это же, по-другому, допустим оператор (2.7) действует на функцию 

)]/,,([ 0211 RRh ψψϕ , тогда получим 
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при этом справедливо 
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и значит, подставляя эти выражения в (2.9), получаем  (2.8). 

          Итак, имеем задачу Коши для уравнения в частных производных (2.8) 

относительно функции трех переменных ),,( 2111 Rψψϕϕ =  см. [2].  Найдем 

характеристики ),,(),,,(),,,(),,,( 21121212211 sstsstRsstsst ϕψψ , откуда получим 

),,( 2111 Rψψϕϕ = . Характеристиками уравнения (2.8) в частных производных 

являются решение трех дифференциальных уравнений 
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выберем начальные условия, на поверхности, зависящей от параметра 21, ss  

),(),,( 2112101 sssst βψ = , ),(),,();,(),,( 21302102122102 ssRsstRsssst ββψ +== ,(2.11) 

где определим ),(),,(),,( 213212211 ssssss βββ  как неизвестные периодические 

функции по аргументам 21, ss  с периодом π2 , откуда найдем неизвестные 

функции ),(),,( 212211 ssss ββ  по значениям в конце переменной t . Т.е. из 

условий ),(],),,([ 211212101 ssssssTt βπψ +=+ , 

),(],),,([ 212212102 ssssssTt βπψ +=+ , ),(),),,(( 213max21210 ssassssTtR β+=+ . 

Функцию ),( 21 ssT  определим в дальнейшем.   

      Для получения единственного решения задачи Коши необходимо, чтобы 

выполнялось  
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где действительный вектор 2,1,,, 321 =
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 образуют касательную 

плоскость к поверхности γ , заданной условиями ),( 2111 ssβψ = , 

),(),,( 2132122 ssRss ββψ == .  Векторы 121211 ,, gggg  являются касательными к 

характеристикам (2.10). Эти векторы должны быть не коллинеарными, чтобы 

определитель был не равен нулю, и решение задачи Коши было единственно и 

существовало.  

         Подставляя уравнение характеристики (2.10) в (2.8), получим 

               0),,(;)],,(),,,(),,,([/1 210121212211
1 == sstsstRsstsstg

dt

d ϕψψϕ
,    (2.12) 

     Причем функция равная  ),( 21 ssT  должна быть определена из условия 

πϕ =+ ],),,([ 212101 ssssTt . Решая уравнение характеристики (2.10) и уравнение 



(2.12), получим 

           ),,( 2111 sstψψ = ,   ),,(),,,( 212122 sstRRsst ==ψψ ,  ),,( 2111 sstϕϕ = , 

откуда можно получить уравнение поверхности ),,( 2111 Rψψϕϕ = , где при 

фиксированной величине R,2ψ  и величине 1ς , изменяющейся на период, 

величина 11 ςϕ +   увеличится на угол π2 . Наоборот, при фиксированной 

величине 1ς  и величине 2ψ , изменяющейся на период, величина 11 ςϕ +   

увеличится на угол π , т.е. и величина π2  является периодом.  

        Уравнение (2.2) можно решить по-другому. Запишем его в виде 
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Нужно найти функцию )( 1ϕh , чтобы при остальных фиксированных 

переменных 2,ϕρ  функция, являющаяся решением оператора Лапласа,  

зависела только от величины 1ϕ . При этом необходимо определить функцию 

1ϕ . Единственной функцией )( 1ϕh , с помощью которой можно впоследствии 

определить 1ϕ , является функция 2/)( 2
11 ϕϕ =h . Подействуем на функцию 2/2

1ϕ  

данным оператором. Получим дифференциальное уравнение 
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Представим неизвестную функцию в виде 

]2exp[)/,,(
minmax

min
21

,,
021 aa

aR
isiqipbRR pqs

sqp −
−++= ∑

∞

−∞=
πψψψψα  

При этом выбираем )/,,( 0211 RRψψϕ  в виде 
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 Подставим в (2.13) значение 2/2
1ϕ , получим 
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Умножая обе части на величину )]/()(2exp[ minmaxmin21 aaaRikimin −−−−− πψψ  



и интегрируя по периоду, получим нелинейное уравнение по определению 

величины pqsb  

Откуда определяем pqsb ,  и значит, вычислена функция ),,( 2111 Rψψϕϕ = . 

Получено решение внутри переходной зоны maxmin aRa << . Причем первый 

член оператора Лапласа имеет вид 
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       Если не решать систему (2.13),  уравнение (2.2)  приобретает вид 
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которое имеет решение 

                                    )],,(exp[)](exp[ 21111 Rii ψςαηϕςα =+=Φ , 

при этом имеем ]2,0[1 πη ∈ . При этом имеем 111 ϕςη += . Уравнение (2.2) имеет 

вид 
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, 

где 1η  это функция от углов ),,( 2111 Rψςηη = . При этом следующий член в (2.1) 

приводится к виду 
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Для определения радиуса ρ  будем решать следующее уравнение 
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Задача решается тем же способом в переходной зоне. Имеем уравнения   
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Из первого уравнения (2.14) определяем функцию ),,/(/ 2100 ψψρ RRfR = . При 

этом имеем операторное уравнение 
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)/(/ RR ρξρξ +∂
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∂∂
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.                          (2.15) 

Причем  начальные условия удовлетворяют граничным условиям 

1/),,1(),,1(,//),,/(),,/( 021210max0210max210max =+=+ RRaRRaRa ψψρψψξψψρψψξ
Вычислим значение функции  ρξ , , упрощающей дифференциальное уравнение 

аналогичным способом, по которому были вычислены углы 2,1, =llη .  

        Вне переходной зоны maxmin aRa <<  решение упрощается, так как 

поверхность имеет форму сферы, для которой  имеем 

2,1),arg();,(; 321 =+=== lixxR llll ψψψηηρ  и построение углов 2,1, =llη  

упрощается. 

          Уравнение Гельмгольца имеет вид вне переходной зоны 

          0]/)([)(
1 2222

2
2

2

2
1

2

22

2

=+−+
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

Uk
UUU ρβα

ηηρρ
.      

Решим ту же задачу, но с другим определением углов и радиуса. Уравнение 

Гельмгольца в новых координатах имеет вид 
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        (2.16) 

Построим значения 21,, ηηρ .  

Где величина 0maxmin ,, Raaa = . Данный вид уравнения не противоречит теореме 

Гаусса о невозможности построения двух ортогональных углов на поверхности 

тела. Центр сферы перешел в плоскость, а поверхность сферы в параллельную 

плоскость, относительно параллельной плоскости центров сферы на расстоянии 

равном среднему радиусу. Причем на этой плоскости построена сетка 

периодических ортогональных углов. Переходная зона образует поверхности, 

которые переходят в плоскости на расстоянии maxmin ,aa  от плоскости центра 

сферы. По координатам 2,1,, =lR lψ  в переходной зоне  однозначно 

определяются координаты ;,2,1, ρη =ll  и наоборот.  Зная зависимость 



),,(;2,1),,,( 2121 ηηρηηρψψ RRlll ===  можно по формулам (1.3) восстановить 

зависимость 3,...,1),,,( 21 == lxx ll ηηρ . Значит, зная решение уравнения (2.16), 

можно вычислить решение  дифракционной задачи для произвольного тела.  

       При этом преобразование координат определит следующая формула вне 

переходной зоны во внешнем пространстве 
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 При этом углы удовлетворяют условию 22
2

2
1 ≥+ηη . При этом углы lη  

имеют период π2 , и координата входит в решение в виде 

)/exp()exp( maxainxin ll =η , т.е. координата функция периодическая с 

периодом max2 aπ . Построим радиус-вектор из центра тела до поверхности 

сферы, радиуса maxa . Угол lq  образован этим радиус-вектором и осью lx0 . 

Внутри сферы вне переходной зоны, имеем 
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При этом углы удовлетворяют условию 22
2

2
1 ≤+ φφ .  

Построим радиус-вектор из центра тела до поверхности сферы, радиуса 

mina . Причем имеем minmax
2 aaayx ll == , где периодический угол lq  

образован радиус-вектором тела с проекцией радиус-вектора на ось ly . 

Причем имеем соотношение для внутренности и для внешности сферы  
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При этом преобразование координат внутри переходной зоны при условии 

max0 aRR <<  
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При этом преобразование координат внутри переходной зоны при условии 

min0 aRR >>  
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Причем имеем ),,(),,,(),,,( 21maxmax210021minmin ηηρηηρηηρ aaRRaa === . 

При этом поверхность сфер с радиусом ),,( 21 ηηρ R  с заданной сеткой 

ll Rx η0=  развертывается в поверхности с высотой ),,( 213 ηηρ Rx = ,  

заданные прямоугольной сеткой. Причем высота поверхности возможно 

комплексная. При этом в основном декартовом пространстве  образуется 

объемная фигура, с радиусом границы ),,( 21 ηηRrr = , образующей 

криволинейные координаты на поверхности границы, 

2,1),,,( 21 == lRxx ll ηη .  

Причем  
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откуда имеем 2
max21

2
max )(],,)([ aRORaRORr −+=−+ ηη . Значит, в 

окрестности радиуса maxaR =  удовлетворяют условию 22
2

2
1 >+ηη . Значит, 

углы в переходной зоне тем более удовлетворяют 2/2 2
0

2
max

2
2

2
1 >>+ Raηη . 

Но так как с помощью аналогичных рассуждений можно доказать, что 

углы в переходной области удовлетворяют условию 22
2

2
1 <+ηη , значит 

действительные углы в переходной области не существуют, и они имеют 

вид ll i ηη Im2 += . 

Причем углы 21,ηη  находятся на поверхности сферы радиуса maxa  и равны 

ll qcos/1=η . Где угол lq  равен maxmax ||;2,1),/arccos( axlxaq lll >== . 

Поверхность сферы в координатах 21,ηη  перейдет в параллельные 

двумерные плоскости, находящиеся на расстоянии a  от центральной 

плоскости, образованной из центра сферы. Причем изменение координаты 

1x  вызовет изменение координаты 1η  при фиксированных координатах 

22 ,ηx . Причем увеличение угла вызовет пропорциональное увеличение 

координаты. При этом поверхность сферы развернется в двумерную 

периодическую  плоскость в трехмерном пространстве.  

          Граница объема переходной зоны, заданная радиусом ),,( 21 ϕϕRr , 

при фиксированном R , преобразуется в комплексную поверхность, плавно 

переходящую в параллельные плоскости на расстоянии max0min ,, aRa .  

          Расстояние на поверхности плоскости, соответствующее 

поверхности сферы, задается формулой ll al η= . Причем расстояние на 

плоскости соответствует периодической координате ll ax η= . Причем углы 

lη  имеют период π2  по способу построения этих углов. В одномерном 

случае имеем следующее соответствие 



                 

Длина окружности радиуса a  перейдет в две параллельные прямые линии. 

Центр окружности O  перейдет в прямую  линию OO . Длина окружности 

радиуса r , перейдет в прямые на расстоянии r  от прямой OO .  

         При этом эти прямые имеют ту же длину, что и длина окружности 

радиуса a , так как центр окружности растянут в прямую линию OO  того 

же периода, что и длина окружности радиуса a . Т.е. окружность 

преобразуется в прямоугольник со сторонами ]2,2[ aa π , причем высота 

этого прямоугольника a2 , а основание aπ2 .  

            При этом основание периодически продолжено до бесконечности, 

что соответствует периодической поверхности окружности, а радиус 

окружности изменен. При этом поверхность окружности описывается 

периодически.  В результате получено такое нелинейное преобразование 

пространство вне окружности в периодическое пространство. Причем 

внутри окружности эти углы удовлетворяют 1|| ≤lφ , т.е. длина основания 

меньше величины a , т.е. внутри окружности длина дуги меньше периода и 

значит координата функция не периодическая. Наше декартово макро 

пространство находится внутри сферы, и значит, координаты не 

периодические. При этом микро пространство имеет период mina , но этот 

период мал и мы его не замечаем. При этом наше декартово пространство 

соответствует переходной зоне, т.е. находится внутри ],[ maxmin aa . По-

видимому, имеется соотношение 2
maxmin Pllaa = , где расстояние ],[ maxmin aa  

это переходная зона, где периодического решения нет. Вне этой 



переходной зоны во внешнем пространстве имеем периодическое 

пространство  maxa . Во внутреннем пространстве вне переходной зоны 

имеем период mina . Но так как во внутренности сферы mina  периоды не 

укладываются, внутреннее пространство сферы не периодическое. А 

внутри этой переходной зоны пространство без периодов.  

Т.е. вне радиуса maxa  координаты 21, xx  периодические. Можно построить 

три периодических угла 321 ,, ϕϕϕ  соответствующие трем координатам 

321 ,, xxx , и тогда пространство вне радиуса maxa  будет периодическое. Это 

означает существование параллельных периодических миров, с теми же 

свойствами и живущих по тем же законам природы. Но время в этих мирах 

течет без опережения и запаздывания, иначе другие периоды пространства 

могли бы вмешаться и изменить ход событий.  

     При этом в переходной области действительные углы lϕ  не 

существуют, значит, пространство в переходной области не плоское и 

метрический интервал определяется по формуле.  
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Вычислим величину 
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Тогда метрический тензор равен 
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Т.е. на границе переходной зоны maxmin , arar == , метрический тензор 



стремится к бесконечности, так как на границе переходной зоны 0Im =lq .  

        Стремление метрического тензора на границе переходной зоны к 

бесконечности, оправдывает введение разного решения на границе 

переходной зоны и необходимости граничных условий, сглаживающих 

этот скачок.  

         Стремление метрического тензора к бесконечности, означает 

бесконечный потенциал гравитационного поля, т.е. на границе с радиусом 

maxa  сосредоточены большие массы материи не обязательно излучающей 

свет, которые ускоряют вещество с радиусом maxar < .   

      Аналогичная ситуация с радиусом minar = . Точек, являющихся 

центром системы координат имеется множество. В точечном объеме  

центра системы координат сосредоточена огромная масса, которая 

наращивается за счет притяжения других тел и образуются черные дыры, в 

центре которых метрический тензор стремится к бесконечности (см. 
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)sin()](
2

3
[

)](
2

3
[

)sin(

2222/12/3

2/3

2
2222222222

ϕθθτ

τ
τϕθθτ

ddrcR

cR
r

dR
dcddrdR

r

r
dcds

g

g

g

+−−

−
−

−=+−−=

. 

Т.е. частицы стремятся к центру системы 0,0 →−→ τcRr , за конечный 

интервал времени.  При этом черным дырам соответствует mina , а 

ускорению материи maxa .  

Причем  формула справедлива для модуля комплексного пространства. 

При этом справедливо равенство  
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 которое доказывается вычислением символа Кристоффеля, при условии 
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пространстве следует выполнение 0, =Γ nms , что следует из формулы (2.20) 

см. аналогичную формулу в [1] относительно символа Кристоффеля i
pqΓ  
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Так как (2.19) выполняется в комплексном пространстве, следует, что  

метрический интервал равен модулю пространственной комплексной 

части метрического интервала и пространство в переходной области не 

плоское. При этом комплексное пространство переходной области 

является плоским.  
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Где величины kl
lk qqg ,,  комплексные.  

Как же строить решение задачи дифракции  на произвольном теле. Оно 

сводится к рассеянию на трех плоскостях при нормальном падении волны 

с высотой max0min ,, aRa . Причем внутри переходной зоны построить 

решение сложно. Но можно построить решение в окрестности границы 

тела и в окрестности границы переходной зоны. Кроме того, определяется 

решение вне переходной области. Причем вне переходной зоны имеем 

пространства с волновым числом εµ/,kk , а внутри переходной зоны 

имеем волновое число εµ/, nmnm kk . Решение волнового уравнения внутри 
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       Строим граничные условия на поверхности минимального радиуса 
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Строим граничные условия на поверхности тела 
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Граничные условия для максимального радиуса переходной зоны 
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 Запишем эти граничные условия в комплексной форме 
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                                                          (2.20) 



Решаем однородную систему 6 уравнений с 6 неизвестными с точностью 

до множителя, из равенства нулю определителя определим волновое число 

nmk . Определим решение однородной системы уравнений с точностью до 

комплексного множителя, который определим из решения  уравнения 

(2.20). При  этом получим решение во внешней области, периодически 

зависящее от величин ramank 2
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         При  этом радиус 0R  нужно определить по формуле minmax
2
0 aaR = . 

Пространственный период вне переходной зоны определяется радиусами 

maxmin ,aa . При этом тело произвольной формы имеет резонансные частоты, 

зависящие от радиусов minmax ,aa  и от диэлектрических  и магнитных 

свойств тела.  

При этом данная задача удовлетворяет условию излучения. В самом деле 
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